La fonction exponentielle.

|. Définition.

Il existe une unique fonction dérivable sur R telle que: pour tout x réel, f'(x) = f (x) et f (0) =

Démonstration :

e Existence : on admet I’existence d’une telle fonction.
e Unicité : cette démonstration est exigible pour le bac : ROC

- Démontrons que f ne s'annule pas sur R.
Soit ¢ la fonction définie sur R par ¢ (X) =f (x) x f (—X)
On rappelle que si f est une fonction dérivable sur R alors la fonction v : x = f(ax + b) est dérivable sur R et

V(X)) = i En particulier, la fonction v : X = f(—x) est dérivable sur Retv’(X) = ....cccceeuee
Ainsi, la fonction ¢, produit de deux fonctions dérivables sur R, est dérivable sur R et, pour tout x réel, on a:
p(X)=uX)xvX)ouu(X)=.............. doncu’ (X)=............ etv(X)=....cennn.. doncv' (X)=............
En appliquant la formule de dérivation d’un produit, on obtient :

VxeR o ’(x) P TN

Donc @ est une fonction .......ccccecevveirenecnenes surR.Oreo(0)=....ccooevviiininnn... S e, , et donc,

pour tout nombre réel X, @ (X) = 1 c’est-a-dire que f (x) x f (—x) = 1. On en déduitque : V x € R, f (x) # 0.

Démontrons maintenant I'unicité (ROC), c’est-a-dire qu’il existe une unique fonction f dérivable sur R telle
que: f’=fetf(0)=1.

Pour cela, supposons qu’il existe une autre fonction g dérivable sur R telle que: g > =g etg (0) =1, on
montre alors que g =f, c’est-a-dire que : V x € R, g (X) =f (x), ce qui prouvera I'unicité de la fonction.

Soit h la fonction définie par h (X) = ‘]gci 3 h est définie et dérivable sur R car g et f le sont et f ne s’annule
pas sur R.

Deplus,ona:VxeR, h'(x)= Ok = i carf’=fetg’=g

Ainsi, h est une fonction .................. sur R.Or,h( ... )= ig - ; .Donc,VxeR, h(X)=...........

On appelle fonction exponentielle 'unique fonction dérivable sur R telle que: pour tout x réel, f'(x) = f (x)
et f(0) = 1. On note cette fonction exp.

g) iolé

exp(0) =1 ; pour tout nombre réel x, exp (— x) =

exp(x)

Il. Propriétés de la fonction exp.
1) Relation fonctionnelle
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Pour tout nombre réel x ety, exp (X +y) =exp (X) x exp (y)
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