1} La fonction exponentielle.
I. Définition.

Il existe une unique fonctuon dénvable sur R telle que: pour tout x reel _

Demonstratlon

e Existence : on admet I'existence d’une telle fonction.
e Unicité : cette démonstration est exigible pour le bac : ROC

- Démontrons que f ne s'annule pas sur R.
Soit @ la fonction définie sur R par ¢ (x) = f (x) x f(—x)
On rappelle que si fest une fonction dérivable sur R alors la fonction v : x = flax + b) est dérivable sur R et

vix)=..aPax? L) ... En particulier, la fonction v : x = f{—x) est dérivable sur R et v ’(x) = ‘/"i( =)
Ainsi, la fonction ¢, produit de deux fonctions dérivables sur R, estdérivable sur R et pour tout x reel ona:
P@)=u()x v obu@=.4L%).  doncu (x)=.. L (L) etv ()= £.L=%). donc v’ (x) ==L (=.%)
En appliquant la formule de derwatlon d'un produrt on obt:ent
VxeR ¢’ (x)—.’...:‘..' ......... NV (Il ) = A BG) T xR x 203 g Tk LS

= ) 7 P) S B2 x £TCH) _ 1 A
Donc @ est une fonction ... L0NIS  surR Or@(0)= 2000 71520 = . ek K1 , et donc,

pour tout nombre réel x, @ (x) = 1 c’est-a-dire que f(x) x f(—x) = 1. On en déduit que : ¥ x € R, f(x) # 0.

Démontrons maintenant I'unicité -c'est-a‘a-dire qu’il existe une unique fonction fdérivable sur R telle
que: f’=fetf(0)=1.

Pour cela, supposons qu’il existe une autre fonction g dérivable sur R telle que: g° =g et g (0) =1, on
montre alors que g =/, c’est-a-dire que : ¥ x € R, g (x) = 7 (x), ce qui prouvera I'unicité de la fonction.

Soit 4 la fonction définie par & (x) = ‘?E ; h est définie et dérivable sur R car g et f le sont et fne s’annule
PERE g x 2.0 2 A s,
Deplus,ona:Vxe R, h'(x)== T RS carf’=fetg’=g
o
Ainsi, & est une fonction (O0S O surR.On A ( ¢ 2 )= ‘f]Eo ; Donc, Vxe R, h(x)= s
| Y 2  (2¢) : A

R R R R

On appelle fonction exponentielle I'unique fonction dérivable sur R telle que: pour tout x réel, f=fxy

EUROIE On note cette fonction SXpY

- pour tout nombre réel x,ﬂ -

11. Propriétés de la fonction exp.
1) Relation fonctionnelle

Pour tout nombre réel x et y, EXPIERF)IS eI P
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On dit que la fonction exponentielle « transforme » une somme en un produit.
Démonstration :

Soit y un nombre réel quelconque et fixé et soit & la fonction définie sur R par k (x) = e’:&:)y )
1. Justifier que h est dénvable surkR et que h ‘est Ia fonct:on nulle

3 En dédmre que pour tous nombres réels x et y exp (x +y) =exp (x) x exp (y)

Pour tout nombre réel x et y, et pour tout entier relatif 7 : a ‘exp (nx) = [exp ()]"

Elements de démonstration :

2) Le nombre ¢

S ) finil

Limage de 1 par la fonction exponentielle est notée e. On a ainsi exp (. 5 )=.%.

: : 4972189 R
Avec la calculatrice, on peut obtenir une valeur approchée de e. ¢ zZ,J/HADZ‘AU
On a donc, pour tout entier relatif

Par extension, on convient de noter pour tout nombre réel x, exp (x)=. % . . . (lire « exponentielle de x »
ou « e exposant x »)

___.C.P'wjucilé —uwl

Avec cette notation, les propriétés précédentes s'écrivent : Pour tous réels x et y et pour tout entier relatif »

Remargue -

* Ainsi, le nombre exp(3) = e’ est bien égalae xe x e
1_ 92 314% -0
®* Ona, parexemple, e 9= 4  ete?=.2,313-¢

I1I. Etude de la fonction exp.

1. Sens de variation de la fonction exp

La fonction exponentielle est Sificiementposiivesurin: v x < R, SRS0n
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Montrons, a I'aide d’un raisonnement par 'absurde que la fonctlon exp est stnctement positive sur R, c'est-a-

dire que : pour tout réel x, ex > 0.Pour cela, on suppose que : ... 2. L. 0 S . (hypothése
absurde)

Or, on sait que, pour tout réel x, e*= 0. Ainsi, on suppose qu'il existe un réel a tel que e < 0.

Or, la fonction exponentielle est dérivable donc continue sur R et

Le théoréme des valeurs intermédiaires permet d'affirmer que : il existe au moins un réel a tel que ¢ “ = 0.
Ce qui est contradictoire avec la propriété (démontrée précédemment) : pour tout réel x, ex= (.

On en déduit que notre supposition (absurde) Il extste un réel a tel que e? <0 est fausse, et donc que sa
« négation » est vraie ; cest-a-dire que : .. 5. 2., 2.5 > 0.

La fonction exponentielle est strictement croissante sur R.

Démonstration :

La fonction exponentielle est dérivable sur Rt exp” = exp. Or, pour tout nombre réel x, exp (x) > 0, donc la
fonction exponentielle est strictement croissante sur R.

conséquences z
PN |

gt=ple L K=H ete“<eb<:>..._?f.é.k’..........‘.....

En particulier: e*21 & .. & 27O ...

2. Limites en + oo et en — oo de la fonction exp

lll_.

Démonstration : F
Montrons que, pour tout nombre réel x, e * > x. On pourra alors conclure en appliquant un théoréme de
comparaison de limites.

Soit fla fonction définie sur R par : f(x) = e* — x. Etudier les variations de fet en déduire le signe de f (x).

I?IéLaa..)ﬁiﬁ?lé;ff?{ﬁ—ﬁﬁﬁa;....Iﬁﬁé@ﬁ?ﬁéii«ééﬁfiﬁ{{ﬁlcéﬁ%ﬁll—liﬁﬁljﬁZIZIZIZIZIIﬁﬁﬁﬁjﬁﬁﬁlliﬁﬁﬁﬁﬁlﬁjﬁl 2 |- o 40
L0220 dont. M. P20 b 2R 5 = | =
A > Oy B N X '

N g V de
e o e

En déduire que lim e =+ o0, A 2 Sy
Tinesile o r s o b N ex: 2% _donc dlopres le theoreme de compartuson

SN e® = e T R T

@ 73

llmx_,_w e*=0

Démonstration : (SHIIISISATGIROG)

Or, quand x tend vers - =, — x tend vers + « donc par composition de limites, limx_._m e¥=+aw,

Uz 8 s inxsae €58 £8  Iimxs e €8 = Iimaan® oo oo
Conséquence graphique - [a_cymnle ¢ ’4 53 Lahon SE bafi2 ] f‘t O<Uk¥\~f:>i01-€. X7 b €Q\L‘u
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35 Conclusion

x 2oah + o0

Syres de
(e®)' -o= 4—

vanahons +00
exp s<paak

|
yeo l
e

I
Déterminons les équations réduntes des tangentes To et T4 aux points A et B d’abscisse 0 etl:

BT C £ R i W)

IV. Complements sur la fonction exp.

a. Des limites a2 connaitre :

e :ae+€

Démonstration : on rappelle que, si f est une fonction dérivable en a alors lim,,_,(,L(‘l"Lh;ﬂ f/(O) .......
Pz Qon 0t 0)-Lco) - G €7 0" = Qym CN-d welad

M A
p‘_ > 0 P" n>0

Remarque : on dit qu' « & Finfini, exponentielle 'emporte sur x. »
Démonstration :

i
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b. Fonctions x — e “*:

Notation : u désigne une fonction définie sur un intervalle I. On note e la fonction x — e “*.

_}'—@W

' Si u est une fonction dérivable sur un intervalle I, alors la fonction e : x — exp[u(x)] est dérivable sur | et

i S, @y =ue

Exemples : calculons les fonctions dérivées des fonctions suivantes :

N f(py=er >+ 2)f(x)=e >*? ?)f(x)=e§pourxréel non-nul.

Limites de Ia fonction "
a désigne un nombre réel, + « ou — «. /| désigne un nombre réel.

Si lim,_,; u(x) = — = alors lim,._,, e¥®) =,
Si limy,q u(x) =1 alors lim,_,e*® = x
lim;_,q u(xX) = + o alors lim,._,, e*® = ... 4G oo anch ol ®0 s ¢
ar > a ~
Exemples-types :

Exemple 1 : Les fonctions fi définies sur R par fi (x) = e " ou k est un nombre réel strictement positif.

i. Calculer les limites de fi,en — w0 et en + oo.

ii. Dresser le tableau de variations de la fonction f;

iii. Etudier la position relane des courbes Cy et Cy-ou k et k’ sont deux réels tels que k < k’
- 12

|- 8im -Roe=4+02 Donc [im &~ =
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Exemple 2 : Soit f la fonction définie sur R par f(x) = xe 2.

0 a) Etudier les limites de f a I'infini.
b) Calculer la dérivée de la fonction f.
c) Dresser le tableau de variation de la fonction f. :
e

)
d) Tracer la courbe représentative de la fonction 1.

/ -1

l‘ -4

BAC S. Liban mai 2015
3 polnts

EXERCICE 3
On considie Ia courbe f d'équation y = ', racée ci-dessous,

ol 18
|
, k Jo
-l
1) T
S s
1

i Pour tout réel m strictement positiz, on note Fx la droite d'équation y= mx.
4 1. Dans cewe questicn. on choislt m=e.
Démontrer que fa droite 22, déquation ¥ = ex, est langente i la courbe 4 en
son point d"abecisze 1. AR S m s e e s B SR
2. Conjectures, selon Jes valeurs prises par e réel sirictement posidi . le nombre
demsd‘wmndchmwwudehdmkw(jm. R T

3. Démontrer cette conjecture.”
BAC S. Antilles Guyane Juin 2014
On considere i2 fonceon [ dénnie of dénvable sur 'ensemble X des nombres éels s T el

par
fig=r31: X, /
E =

wY. -

On note '€ sa caurbe représeniative dans un fepare archenorme O,
Parte A >
1. Soil g 1a Joncucn définle of dérhable sarT ble & par
Fn=l=3s0%
Dresser, en le pusufiant, e mbieau donsant les vasauens de 2 foncucn g
sur R (Qes metes de g aex bornes de scn ensemble de définfion re soRt pes
attenducs).
En dédure b agme de 3030,
2. Désermineria imite de f 2n —ec pussialimite ée [ en —ac.
2. Onappele 7 la dénvee de ka forktion §surlL
Démonarer que, pour wout réel X,
flo=egn

4. En déduire ke tableau ce varanon de la fonction fsur®
5. Démontres que Téquation f0 = £ admel une unague solutton résdle 2 er S

™,
Démonrerque ~1<a <o
= 6 & Démcnuergueladrotte T d'éguation ¥ =2X+ | oSt @ngenta 3 la courbe
€ au potnt d'abscisse 0.

b. Etudter 2 positon relative de la courbe 6 et de la drotte 7.
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