Nombres complexes. |

£ I. L’'ensemble C.
o),

Il existe un ensemble de nombres, noté C, appelé _qui posseéde les

propriétés suivantes :
- C contient R.
- Dans C, on définit une addition et une multiplication qui suivent les mémes régles de calcul que dansiR.

- Il existe dans € un nombre i tel que
- Tout élément z de € s'écrit de maniére unique sous la forme RN avec a et b réels.

I : i
Exemples: z1=3+4i ;Z,=-2-i"%2Z3 =§ sont des nombres complexes.

Vocabulaire :
- L'écriture a+ib d'un nombre complexe z est appelée la fOfICIAIGEDHAGUE de -.

- Le nombrels'appelle |la PEENEEIE ot la nombreflis'appelle la SaTicHifiagnaiey

On note
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M Savoir-faire : Savoir effectuer ombres com
Calculer ef exprimer le résultat sous ia forme algébrigue.
~ z, =3-5i—(3i—4) z, =(3-2i)(~1+5i) z, =(2-3i)’
! 1 1+
:4_(21)13 Z$=4—2i Zb=;

ai Deux nombres complexes sont égaux, si et seulement si, ils ont la fiSelpartiereslieetiamémepartiey
b) Un nombre complexe est nul, si et seulement si, SSipaitiencelielclsalparicimaginaireisontnuliessy

Démonstration :
Conséquence immeédiate de I'unicité de la forme algébrique.

Exemple d'application :

Déterminons le nombre complexe z vérifiant 2z -5=4i+z .Onadonc:
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II. Représentation dans le plan complexe.

Dans tout e chapitre, on munit le plan d'un repére orthonormé direct (O; u - ;).

7 ;; i
a et b sont deux nombres réels.
- A tout nombre complexe z = g+ ik, on associe le point M de coordonnées (a;b) etle vecteur w de

coordonnées {a:b).

- A tout point M(a:5) et & tout vecteur w (a;b), on associe le nombre complexe [EEENE appelsBlike du

pomt M e-iu vecteur » . On note/NEICTRIEF

TAxe des imaginaires
Exemples : 3
Le point M{(3 ; 2) a pour affixe le nombre complexe z=3+2i. Vi3 —
De méme, le vecteur w a pour affixe z=3+2i. e -t
// I
1 S :
1
A3 = 2)
I

,,.,;'/ 3 Axe des réels
i[o o] R RS T R ST SN
g) ots

M(z,, ) et N(=, ) sont deux points du plan. u (z) et v (z") sont deux vecteurs du plan.

a) Le vecteur MN a pour affixe 2z
b) Le vecteur u+v a pour affixe z+z'.

c) Le vecteur ku, kréel, a pour affixe A=.

Démonstration :
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I1I. Conjugué d’'un nombre complexe.

Definit
!-S_oit un nombre complexe EEERRIBEY
| -nappelle AGHDSIEoMpIEXeIconigue e -, le nombre, noté., égal a N

Exemples : . . R Az L ;
WIS o e S e 2152300 22212261, Z2. = vl
Remarque : S Al
<) 'Axe des imaginaires
et —’,\ﬁc—: 5]
' g) : Y173 - : :
Soit z et z ' deux nombres complexes et » entier naturel non F I
nul. i e B, Tt DA : Axe des réels
a)z=z b) z+z'=z+2" c)zxz'=zxz' o ST T SRR
-1 1
e §
_rr —-n ( 1 l Z \'» E. 2 1
dyz" == e)|—|=—,z#0 fH|—|==,2'%0 70 e PP L ,
T2 A AU % Mia — ib)

............................................................

..............................................................................................

...............................................................................................................................

5*57‘0"*&"'19'{_: ...........
Done. 2327 =2+2" Heredite = Onsuppose. 3 R/

.......................................................................................................................................................................................

_Démonstration : _
2oreel Moot me2. . . FE2AD 2P =0

Ty =D e a0

@ . - ’t’
Soit (. nombre complexe alors [ EGNY
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M Savoir-faire : Savoir déterminer le conjugué d’'un nombre complexe :

Deéterminer le conjugué des nombres suivants et exprimer le résultat sous la forme algébrique.
z, = (2-i)(i-5) i

IV. Equations du second degré dans C.

D climiki
Soit #lc;:sL réels avec (0N

On appe!le —du trinéme _ le nombre réel, noté A, egal a-

GPW

- Si-: L'équation_ a une unique solution Galia: - = - .

0 b

-

v

=
- S | squation [EEEBERREE = deux solutions fSglles.distinctes e h+NA s = S




| Nombres complexes (suite).

Dans tout le chapitre, on munit le plan d'un repére orthonormé direct(O; ;7).

< I. Module et argument d'un nombre complexe
1) Module

Defunit
On appelle §lBENIR de -, le nombre réel positif, noté |-, égal & E

— T e

TAxe des imaginaires

M est un point d'affixe z. : Mia = ib)
Alors le module de z est égal a la distance OM.
Dans un repére orthonormé, le.théoréme

de Pythagore nous donne la formule.

Axe des réels

-

Soit z et z ' deux nombres complexes.

e
- T -

..........................................................................................................................................................................

R ENAZa 22 ¢ |2)F |« PN aFiceyr = aRpe =2 )
-zl Ve r(-b)* "’ VaZibh2 )2 )

2) Argument

@,F. i

Soit un point M d'affixe z non nulle.
On appelle gugumBP de -, notée arg(z) une mesure, en radians, de l'angle (ﬁ s W) .

Remarque : Axe des imaginaires
- Un nombre complexe non nul posséde une iffinitéidiarguments de la °

forme RSN k < Z. On notera arg(z) modulo 27 ou mpEhf@mly o

1

- 0 n'a pas d'argument car dans ce cas l'angle (z] :OM ) n'est pas défini.
Axe des réels
3 4 5 6

: ' // % Exemple :
3 =3l
;.// i) Soit z=3+3i. Alors || =[3+3]=v3 +3 =18 =3V2 Et arg(z) = % [27].
argliedind
jo Y 2 3 4 X

Soit z un nombre complexe non nul.

© z est un nombre réel < arg(z)= O[n’] © z est un imaginaire pur < arg(z) = %[7]

| © arg(T) = —arg(z) © arg(-z)=arg(z) + 7




Il. Forme trigonométrique d’'un nombre complexe

bwm

““9it z = a+ ib un nombre complexe non nul. On pose : & = arg(z)
un a alors : a=|:|cost9 et b=|:|sin8.

Remarque :

= = est un nombre complexe de module 1, donc il appartient au cercle trigonométrique.

9 F "
On appelle forme trigonométrique d'un nombre complexe z non nul I'écriture = =|z|(cos @ +isinf)
avec @=arg(z).

’

Exemple: Ecrire un nombre complexe sous sa forme trigonométrique
cnre le nombre ggmplexe 7= 3 + 1 sous sa fo rLme tngonometnque ~
3 ol £ )
V’ﬁz+4 .__4) 7 E it roq( )9—\4 (
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~ol=l=HH el eff-d  eff-H

© arg(zz")=arg(z)+arg(z") © arg(z")=narg(z) © arg{%]:—arg(:) z#0 ©arg :;

/ \

l1l. Forme exponentielle d'un nombre complexe

1) Définition
Posons f(6)=cos@+ isiné.

.......................................................................................................................................................................................
.......................................................................................................................................................................................

On retrouve ainsi la méme équation fonctionnelle que celle établie pour les exponentielles : e’ = e

) ﬁ .y
Pour tout réel 4, on pose : ¢ = cosf + isin8.

Remarque : ¢” est le nombre complexe de module 1 et d'argument 4.
Exemples :




cD F ki
Tout nombre complexe z non nul de moduler r et d'argument 0 s'écrit sous sa forme exponentielle z = r e%€.

— M Savoir-faire : Savoir passer de la forme algébrique a la forme exponentielle et réciproquement:

1) Ecrire les nombres complexes suivants sous la forme exponentielle :
a) z, =-2i b) z, =-5

2) Propriétés

Q . ’[’
‘ Pour tous réels @ et 8', pour tout entier naturel » non nul,
©

» " o g . 3 = e 2 ¥ e— »
e¢8 X etG =5 el(9+8) @ (elﬂ)n S emﬁ @ﬁ Al e—ll) ©:—w‘ = e—;(e—e) @ e;e —_ e-l.9
Remarque : La formule ()" = ¢"? s'appelle formule de Moivre.
IV. Applications a la géomeétrie
A, B, C et D sont quatre points deux a deux distincts du plan d'affixes respectives za, zg, ¢ et zp.
Ona: © (%A4B) = arg(zs — z) © AB = |zg — z,4| ©(TI§;E§)=arg ;T
B—Z4

M Savoir-faire : Savoir utiliser les nombres complexes en géométrie:

Soit A, B et C trois points d'affixes respectives z, =-2-i, z, =1-2i et z_=-1+2i.

1) Démontrer que le triangle ABC est isocele en A.
2) Démontrer que le triangle ABC est rectangle en A.

1 we= )\2e-2a] = | 1-2i-(-2-1) |=
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