Fonction logarithme népérien.

Activités 1 et 2 p 136 et 137

| Définition et premieres propriétés.
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1) Définition. by -/ (a: o)
La fonction exponentielle est continue et strictement croissante sur /
valeurs dans ] 0 ; +wof. De plus, lim,_,_e* = ... .et lim,_, 0e* = .. 2

D'aprés le théoreme des valeurs intermédiaires, pour tout réel b de _/
+oo[ I'équation e* = b admet une unique solution a dans R. 0

w
I
e}
I
LN
o
Te-----—-=
%]
w
N
[4)]
(2]
~
[e2]

@ ,p L -1

On appelle logarithme népérien d'un réel strictement positif b, I'unique solution de I'équation (E) : e*=b. On
note ce nombre In(b).

La fonction logarithme népérien, notée In, est la fonction définie sur]0 ; +o [ par In:x ~ In(x).

Exemple :
L'équation (E) : e* =3 admet une unique solution. Il s'agitde x =.......

A l'aide de la calculatrice, on peut obtenir une valeur approchée : x =...........

Conséauences : Elles découlent directement de la définition :
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¢ a=1In(b) avecb >0 < e*=b. ¢ Pourtout x, In(ex ) =x. e Pour tout x positif, /"™ = x,
1
oIn(l) =. . (car. . ... .. ) ¢ ln(e) =. . (car.. . .) oln(z)z .. ocar .. ))
R Y
Dans un repére, les courbes représentatives : N
des fonctions exponentielle et logarithme ir----
népérien sont symétriques par rapport a la . ;
droite d’équation y = x. oA
W ——:—: ————————— y = Inx
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2) Equations et inéquations avec la fonction In.
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la fonction logarithme népérien est strictement croissante sur ]0 ; + oof

Démonstration :




Conséguences :
Pronmicls
Pour tous nombres réelsa>0etb >0 :

¢ In(b)=In(a) < b=a. ¢ Inb)<In(a) < b<a.
¢ Inla)< 0

.................. o In(a) >0 <

MSavoir-faire : Savoir résoudre des équations avec du [ :
Résoudre dans IR les équations et inéquations suivantes :

(E1) : In(x) =2 (E2): =5 (Es):3In(x)-4=8 (I): In(6x-1)>2 (I): e +5>4e"

Il. Propriété algébriques.

1) Relation fonctionnelle.
Shioreme

Pour tous réels x et y strictement positifs, on a :In(x X y) = In(x) + In(y).

Démonstration :

Remargue : Cette formule permet de transformer un produit en somme.

2) Logarithme d’un inverse, d’'un quotient, d’'une puissance ..... :

Pour réel x et y strictement positif, on a :
. ln(i) =-1In(x) . ln(%) = In(x) - In(y) ¢ In(\[x) =1 In(x) ¢ In(x") =nIn(x)

Démonstrations :

MSavoir-faire : Savoir simplifier une écriture avec du In :

A=In(3—J§)+In(3+«/§) B=3In2+In5-2In3 C=Ine?—In>




I1l. Etude de la fonction logarithme népérien.

1) Continuité et dérivabilité

g) Lolé

La fonction logarithme népérien est dérivable sur ] 0 ; +oo [ et [In(x)]’ = i

Démonstration :
On admet que la fonction In est dérivable sur ]0 ; + o[, Soit f la fonction définie sur O ; + oo par f (x) = e > =x.
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La fonction logarithme népérien est continue sur ] 0 ; +o [.

Démonstration :

2) Limites aux bornes

9) Lolé

lim Inx =400 €t limlnx =—=
X or r—0
x>0

Démonstration :

3) Courbe représentative 2 N
On dresse le tableau de variations de la fonction In 1) o il
/
-
X 0 . : ; ; ; .
0 1 2 3 4 5 6 7
Signes de /
In'(x) =3 /
Variations -2 ."II
deln |
_3_|
|__|'"{.f") = In(x)
-4 |
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IV. Compléments sur la fonction [n.

1)_Limites a connaitre

. Inx )
e lim—=0 o limxInx=0 .
Y=+ X x—0

x>0

Démonstration :

a) lim (x—Inx) b) |rq'”—"l ) |im'”—x1
X—>+0 X—>. X— X—)+OOX—

2)_Fonctions de la forme In (1)

Notation : u désigne une fonction strictement positive sur un intervalle 1.
La fonction x = In[u(x)] définie sur I est notée In(u).

u désigne une fonction dérivable et strictement positive sur un intervalle 1.
La fonction In(u) est dérivable surl et (In(w) )" = .....................

Conséquence : Les fonctions u et In(u) ont le méme sens de variations sur I.
En effet, (In u)" et u” sont de méme signe car u > 0.

MSavoir-faire : Savoir dériver une fonction composée avec du [n :
Justifier que les fonctions suivantes sont dérivables sur R et calculer les fonctions dérivées.
f(x)=1In (x2+2) g (x)=In(e>*+ex+1)




