Loi de probabilité a densite.

|. Introduction, variable aléatoire discréte, continue.

1) Variable aléatoire discréete (rappel )

Il existe des variables aléatoires qui prennent n'importe quelle valeur dans un intervalle de IR.

2) Variable aléatoire continue

Exemple :
Une entreprise fabrique des disques durs. On définit une variable aléatoire qui, & chaque disque dur, associe sa
durée de vie en heures. Cette durée n'est pas nécessairement un nombre entier et peut prendre toutes les valeurs

de l'intervalle [0 ; +oo[. Une telle variable aléatoire est dite continue.

3) Fonction a densité
Exemple :
On lance une fléchette sur une cible, on sintéresse a la probabilité
guelle touche le carré bleu.

Dans le cas d'une variable aléatoire continue qui prend pour valeurs les réels d'un intervalle I, sa loi de probabilité
n'est pas associée a la probabilité de chacune de ses valeurs (comme dans le cas discret) mais a la probabilité de
tout intervalle inclus dans 1.
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On appelle fonction de densité (ou densité) toute fonction f définie, continue et positive sur un intervalle | telle
que l'intégrale de f sur I soit égale a 1.
Si X est une variable aléatoire continue sur I et [a ; b] un intervalle de I, la probabilité de I'événement

{a < X < b}, est égale a l'aire sous la courbe f sur [a; b], soit: P(a < X < b) = f; f(t)dt.

Remarque : /\
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4) Espérance

Soit X une variable aléatoire continue de fonction de densité f sur un intervalle [a ; b].
L'espérance mathématique de X est le réel.E(X) = ff t f(t)dt.

MSavoir-faire : Savoir utiliser une loi de densité :
Une entreprise produit des dalles en platre suivant une variable aléatoire continue X, en tonnes, qui prend ses
valeurs dans l'intervalle [0 ; 20] avec une densité de probabilité f définie par : f (x) = 0,015x — 0,00075x2

a) Démontrer que f est une densité de probabilité sur [0 ; 20].
b) Calculer la probabilité de I'événement E "La production quotidienne est supérieure ou égale a 12 tonnes".

c) Calculer l'espérance mathématique de X.

Il. Loi uniforme.
On choisit au hasard un nombre dans l'intervalle[0 ; 10].

1) Définition et propriété
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La loi uniforme sur [a ; b], notée U([a; b]), est la loi ayant
pour densité de probabilité une fonction constante .

Soit fest la fonction de densité associée a U([a; b)), alors |
A= e
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Soit X une variable aléatoire qui suit une loi uniforme U([a ; b)),
Alors, pourtoutcetdde [a;b], ona:P(c<X<d)=

Démonstration :




2) Espérance mathématique

P

Soit X une variable aléatoire qui suit une loi uniforme U([a; b]), alors E(X) = ......c.ccccoco.....

Démonstration :

1. Loi exponentielle.

1) Définition et propriétés
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Soit A un nombre réel strictement positif. La fonction f définie par f(t) = Ae~* est une fonction de
densité sur [0; +oof

Démonstration :
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Soit A un nombre réel strictement positif. On appelle loi exponentielle de paramétre A , la loi ayant
pour densité de probabilité la fonction f définie sur [0; +oo[ par: f(t) = Ae ™.

Contextes d'utilisation :Durée de vie de composants électroniques,
tremblement de terre, désintégration d'un noyau radioactif, ...

WP s
Soit X une variable aléatoire qui suit une loi exponentielle de

parametre A. Alors, pour toutade [0; +o[ ,ona:
PX<a)=.oiiiiiiiii etP(X >a)=..cccoooiiiiiiiiiii

Exemple :
X une variable aléatoire qui suit une loi exponentielle de paramétre 0,1.
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Pronmichs
Soit X une variable aléatoire qui suit une loi exponentielle de paramétre A.
Alors, pour tout réel t et h positifs, ona: Pxopn(X =2t +h) = ..

2) Durée de vie sans vieillissement

Démonstration :




MSavoir-faire : Savoir utiliser la durée de vie sans vieillissement :
La durée de vie, exprimée en heures, d'un petit composant électronique d'une carte d'anniversaire musicale est
une variable aléatoire qui suit une loi exponentielle de paramétre A = 0,0035. Sachant qu'un composant testé a
fonctionné plus de 200 heures, calculer la probabilité qu'il tombe en panne avant 300 heures.

3) Espérance mathématigue

9) Lolé

Soit X une variable aléatoire qui suit une loi exponentielle de paramétre A Alors: E(X) = ......ccccoovne.

Démonstration ( ROC exigible BAC) .
f désigne la densité de la loi exponentielle de paramétre A, f(t) = le™* et ¢ définie par g(t) =t fit).
g est continue sur tout intervalle[0 ; A[ , avec A > 0, donc elle admet des primitives sur cet intervalle.

MExercice BAC : Polynésie 2016 :

Un astronome responsable d'un club d'astronomie a observé le ciel un soir d'aofit < v e r e e
2015 pour voir des étoiles filantes. Il a effectué des relevés du temps d'attente entre

deux apparitions d'étoiles filantes. Il a alors modélisé ce temps d’ALENTE, BXPIIIE  «+ e e e s e e ettt ettt ettt ettt ettt ettt ettt
en minutes, par une variable aléatoire T qui suit une loi exponentielle de paramétre

A_ El'l ex‘plDitant les années Dbtenues. il a établi que "l - 0.2. ............................................................................................................
11 prévoit d’'emmener un groupe de nouveaux adhérents de son club lors du mois
d'aoiit 2016 pour observer des étoiles filantes. [l suppose qu'il sera dans des condi-
tions d'observation analogues a celles d’aoiit 2015.

Lastronome veut §'assurer gue le groupe ne §'ennuiera pas et décide de faire quelques
calculs de probabilités dont les résultats serviront & animer la discussion.

1. Lorsque le groupe voit une étoile filante, vérifier que la probabilité quil at-
tende moins de 3 minutes pour voir I'étoile filante suivante est environ 0,451.

2. Lorsque le groupe voit une étoile filante, quelle durée minimale doit-il at-
tendre pour voir la suivante avec une probabilité supérieure a 0,95 ? Arrondir
ce temps a la minute prés.

3. Lastronome a prévu une sortie de deux heures, Estimer le nombre moyen
d'observations d'étoiles filantes 1ors de CELE SOTIE, et e aa e e aa e e e e a e e et a et aaeas

MExercice BAC : Métropole 2016 :

La durée de vie, en années, d'un composant électronique fabriqué dans Cette USINE  ++« v v e e et
est une variable aléatoire T qui suit la loi exponentielle de paramétre A (of1 A est un
nombre réel strictement positif).
Onnote f la fonction densité associée 4 la variable aléatoire T. On rappelle que :

— pour tout nombre réel x =0, fx) = A.c‘“.d

— pour tout nombre réel a 20, p(T < a) =j; Slx)dx.
i

1. Lacourbe représentative € de la fonction £ est donnée ci-dessous.

a. Interpréter graphiquement P(T < a) oiv a > 0.
b. Montrer que pour tout nombreréel t =0: P(T<1)=1 —e M

c. Endéduire que lim P(T<¢)=1.
[ ——1

2. Onsuppose que P(T <7) =0,5. Déterminer A 2 10~ prés.

. Dans cette quesﬁon on prend A =0,009 et on arrondit les résultats des [ S R R
babilités au centiéme.

e

a. On choisit au hasard un composant fabriqué dans cette usine,
Déterminer la probabilité que ce composant fonctionne au moins 5 ans.

b. On choisit au hasard un composant parmi ceux qui fonctionnent encore
AUBOULAE 2 ANS. e eaae e e e e e e e ety
Déterminer la probabilité que ce composant ait une durée de vie supé-
rieure A7 ans. T ey
¢. Donner 'espérance mathématique B(T) de la variable aléatoire T a4 'unité
pris,
Interpréter ce résultat.®




